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Введение
В настоящее время уровень развития теории авто-

матического управления замкнутыми электромехани-
ческими системами и возможности их практической
реализации создают предпосылки для разработки и
внедрения новых алгоритмов и законов управления.
На смену классическим П, ПИ и ПИД [1] законам уп-
равления приходят линейные и нелинейные управле-
ния [2–4], для формирования которых используется

информация о всем векторе состояния электромеха-
нической системы или об отдельных его компонентах
[5]. Весьма распространенным является синтез управ-
ляющих воздействий на основании законов и алгорит-
мов нечеткой логики [6].

Несмотря на большое многообразие рассмотрен-
ных систем управления, все они отличаются экспонен-
циальностью протекающих переходных процессов и
гарантируют требуемый запас устойчивости вплоть до
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2009. – 352 с.
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апериодического протекания переходных процессов
[2]. Однако изменение координат электромеханичес-
кой системы по участкам экспонент не всегда являет-
ся наилучшим вследствие затягивания процессов уп-
равления. Повысить качество управления можно пу-
тем форсирования переходных процессов в системах
управления, реализующих скользящие режимы высо-
ких порядков [7]. В таких системах управляющее воз-
действие представляет собой не разрывный, а гладкий
сигнал, который путем выбора соответствующей ак-
тивационной функции обеспечивает любую желаемую
траекторию движения электропривода [8]. Поэтому
исследования, посвященные анализу свойств электро-
механических систем управления со скользящими ре-
жимами второго порядка, являются актуальными.

Целью настоящей работы является определение и
анализ выражений, описывающих статические ошиб-
ки в системах управления с квадратичной активаци-
онной функцией.

Результаты исследования
В качестве объекта управления примем апериоди-

ческое звено первого порядка, динамика которого опи-
сывается уравнением возмущенного движения

Umap 11111 +η=η , *1 yy −=η . (1)

Воспользовавшись результатами работ [2, 9], оп-
ределим оптимальное управление объектом (1)

( ) ( )[ ]yygfgfU −=η−= *1 , (2)

где линия равновесного состояния регулятора опреде-
ляется выражением

1η= gS (3)

и активационная функция имеет следующий вид:

( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈α≤

>
= α .,1,sign

;1,sign
RSSS

SS
Sf

(4)

Воспользовавшись выражениями (1)–(4), предста-
вим структурную схему замкнутой системы управле-
ния так, как показано на рис. 1.

Анализ структурной схемы, приведенной на рис. 1,
показывает, что система однозначно находится в уста-
новившемся режиме

( ) const=ty (5)

тогда и только тогда, когда

0=Δ . (6)

Таким образом, условием работы системы в уста-
новившемся режиме является следующее выражение:

0111 =+=Δ Umya . (7)

Для строгости математических выкладок отметим,
что для соблюдения условия (7) необходимо потребо-
вать, чтобы управление U  было гладкой функцией в
окрестностях точки установившегося режима.

Это требование автоматически выполняется для
систем с гладкой активационной функцией вида (4).

Тогда с учетом алгоритма (2) выражение (7) мож-
но представить следующим образом:

( )[ ] 0*111 =−+ yygfmya . (8)

Решение уравнения (8) позволяет определить зна-
чение координаты y  в установившемся режиме и най-
ти статическую ошибку.

Покажем это на примере объекта (1) с единичны-
ми параметрами

1;1 111 −== am (9)

и активационной функцией типа «квадратный корень
с учетом знака и насыщения»

( ) ( )
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>

==
.1,sign
;1,sign

sqrt
SSS
SS

SSf (10)

Рис. 1. Структурная схема рассматриваемой системы управления
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Будем считать, что желаемое значение *y  лежит в
области достижимых значений и регулятор в устано-
вившемся режиме не находится в насыщении. Тогда
выражение (8) с учетом коэффициентов (9) и функции
(10) можно представить следующим образом:

( ) 0** =−−+− yysignyygy (11)

или, с учетом возможных значений знака суммы
yy −* ,

0* =−±− yygy . (12)

Решение нелинейного уравнения (12) при единич-
ном коэффициенте усиления g независимо от знака
второго слагаемого дает следующие результаты:

         ( ) 0*при,*4-110,5 = <± yyy ;

( ) ;0*при,*411-0,5 = >+± yyy

( ) ( ) .0*при,*411-0,5*4-1-10,5 = =++= yyyy (13)

Анализ выражений (13) показывает, что решения
уравнения (12) следует искать в двух поддиапазонах,
определяемых знаком сигнала задания. Каждому из
поддиапазонов соответствуют два корня. Для выбора
корректного значения переменной состояния y учтем,
что под действием ограниченного по модулю управ-
ления

1≤U (14)

она также является ограниченной, т.е.

1≤y . (15)

Тогда, принимая во внимание ограничение (15),
корни (13) окончательно можно представить следую-
щим образом:

( ) 0*,*4-110,5 = <− yyy ;

( ) 0*,*411-0,5 = >++ yyy ;

( ) ( ) .0*,*411-0,5*4-1-10,5 = =++= yyyy  (16)

Обобщая выражения (16), введем в рассмотрение
следующую разрывную функцию:

( ) *sign*411-0,5 = yyy ++ . (17)

Использование функции (17) позволяет определить
статическую ошибку системы управления, структура
которой приведена на рис. 1, а параметры определя-
ются зависимостями (9)

( ) *sign*411-0,5*1 yyy ++−=Δ . (18)

Использование предложенного подхода для линей-
ной системы, которая реализует управление

( )yygU −= * (19)

позволяет представить уравнение (8) следующим об-
разом:

( ) 0* =−+− yygy . (20)

Решение уравнения (20) при единичном коэффи-
циенте усиления будет иметь вид

2/*yy = . (21)

В этом случае статическая ошибка (18) по управ-
ляющему воздействию

*0,5*2 yyy =−=Δ . (22)

Графики зависимости статических ошибок 1Δ

(кривая 1) и 2Δ  (кривая 2) при изменении сигнала за-

дания *y  приведены на рис. 2, который наглядно ил-
люстрирует повышение на 25 % точности системы
управления с нелинейной активационной функцией по
сравнению с линейной системой.

При абсолютных значениях сигнала задания *y
менее 0,5 о.е. существенно увеличивается коэффици-
ент усиления регулятора

( )
S
SfgK = . (23)

График изменения коэффициента К в зависимости
от управляющего воздействия *y  показан на рис. 3.

Как следует из сопоставления результатов, приве-
денных на рис. 2 и рис. 3, нелинейность ошибки (18)
является следствием существенного повышения коэф-
фициента усиления нелинейной разомкнутой системы
при малых величинах управляющего воздействия.

Приведенные выше аналитические зависимости
подтверждаются приведенными на рис. 4 результата-
ми математического моделирования систем управле-
ния объектом (1) с параметрами (9) и алгоритмами (2)
(кривая 2) и (19) (кривая 1).

Как следует из анализа приведенных на рис. 4 пе-
реходных процессов, установившееся значение регу-
лируемой координаты в линейной системе составляет
0,5 о.е., что подтверждает выражение (22). Для систе-
мы управления с нелинейной активационной функци-
ей установившееся значение координаты y составляет
0,618, которое может быть аналитически определено
при помощи выражения (17).

Подтвержденная таким образом корректность вы-
ражений (17) и (18) и породивших их предпосылок
позволяет обобщить полученные результаты на слу-
чай любого произвольного коэффициента усиления g.
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Рис. 2. Зависимости ошибок регулирования в линейной и
нелинейной системах

Рис. 3. Эквивалентный коэффициент усиления разомкну-
той системы управления с квадратичной активационной

функцией

Рис. 4. Переходные процессы в линейной и нелинейной
системах управления

В этом случае корни уравнения (12) в закрытой
области (15) будут иметь следующий вид:

.0*

,*40,5*4-0,5 = 

;0*,*4-0,5 = 

;0*,*4-0,5 = 

22

2

2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

y

gygggyggy

ygyggy

ygyggy

(24)

Тогда установившееся значение координаты y мож-
но определить, используя следующую разрывную фун-
кцию:

*sign*4-0,5 = 2 yygggy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ . (25)

Поле всех возможных значений координаты y при
изменении входного сигнала *y  и коэффициента уси-
ления регулятора g приведено на рис. 5.

По аналогии с выражением (18) статическую ошиб-
ку по управляющему воздействию для системы управ-
ления объектом (1) с алгоритмом (2) и активационной
функцией (10) при неединичном коэффициенте уси-
ления можно определить следующим образом:

*sign*4-0,5 -*= 2 yygggy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++Δ . (26)

Поле, представляющее распределение статической
ошибки в зависимости от сигнала задания *y  и коэф-
фициента усиления g, показано на рис. 6.

Анализ графиков распределения установившихся
значений регулируемой координаты y и статической
ошибки управления Δ  по управляющему воздействию,

Рис. 5. Значения регулируемой координаты
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Рис. 6. Значения статической ошибки по управляющему
воздействию

приведенных на рис. 5–6, показывает, что нелиней-
ность активационной функции существенным образом
проявляется при невысоких коэффициентах усиления
( 20≤g ). В этой области при линейном увеличении
сигнала задания установившееся значение переменной
состояния y квадратично увеличивается, а статичес-
кая ошибка Δ  квадратично уменьшается. При боль-
ших коэффициентах усиления система становится эк-
вивалентной релейной и обеспечивает нулевую ошиб-
ку регулирования, которая не зависит существенно от
величин, образующих правую часть выражения (26).

Перейдем теперь к рассмотрению самого общего
случая:

1,1,1 111 ≠≠−≠ gma , (27)

который характерен для большинства электромехани-
ческих систем.

Очевидно, что при выполнении условий (27) урав-
нение (11) можно представить следующим образом:

( ) 0*sign*111 =−−+ yyyygmya . (28)

Решение этого уравнения

*sign*4++-
2

 = 2
11

22
112

11

1 yygagmgm
a
my ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

.  (29)

Тогда статическая ошибка будет определяться сле-
дующим выражением:

.*sign*4++-
2

 -*

-*=

2
11

22
112

11

1 yygagmgm
a
my

yy

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=Δ

(30)

Влияние параметров 11a  и 1m  на статическую ха-а-
рактеристику (30) показано на рис. 7, при построении
которого значения коэффициента усиления регулято-
ра g и величина сигнала задания *y  приняты единич-
ными.

Рис. 7. Поле статических ошибок, вызванное изменением
параметров объекта

Как следует из анализа распределения статической
ошибки, показанного на рис. 7, увеличение коэффи-
циента усиления m1 приводит к снижению установив-
шейся ошибки, а усиление внутренней обратной свя-
зи объекта управления вызывает повышение ошибки.
В обоих случаях характер изменения ошибки являет-
ся квадратичным.

Примечательным свойством зависимостей (29) и
(30) является инвариантность к знаку параметра 11a ,
определяющего знак внутренней обратной связи
объекта управления. Еще одной особенностью выра-
жений (29) и (30) является возможность их распрост-
ранения на класс систем управления электромехани-
ческими объектами произвольного порядка при усло-
вии, что их динамика описывается уравнениями

[ ]njiUmap n
n

i
iijj ,1,;

1
∈+η=η ∑

=
(31)

и регулятор реализует оптимальное управление, кото-
рое является функцией аддитивной формы регулируе-
мой величины и ее старших производных:

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
η−= ∑

=

−
n

i
j

ji
inj pVU

1
sqrt . (32)

Указанную особенность легко пояснить анализом
алгоритма (32) для установившегося режима, в кото-
ром производные отклонения регулируемой величи-
ны от заданного значения обращаются в ноль, а уп-
равление (32) принимает вид

[ ] ( )[ ]jjjnjjnj yyVVU −=η−= *sqrtsqrt (33)

аналогичный выражению (2).
Отметим, что в этом случае в качестве коэффици-

ента g, входящего в выражение (30), следует принять
коэффициент jnV .
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Кроме того, на основании выражения (30) можно
определить значение установившейся ошибки управ-
ления в системах оптимального управления, алгорит-
мы которых используют информацию об отклонении
регулируемой переменной и производных от компо-
нент вектора состояния электромеханической систе-
мы

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
η+η−= ∑

+=

n

ji
iinjnj pVVU

1
1sqrt (34)

и в установившемся режиме вырождаются в управле-
ния (33).

В случае, когда оптимальное управление реализо-
вано в пространстве отклонений координат возмущен-
ного движения от их желаемых значений
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при определении статической ошибки по управлению
возможны два варианта.

1. Характеристическое уравнение электромехани-
ческого объекта управления содержит один или более
нулевых корней, т.е. возмущенное движение объекта
управления описывается следующими уравнениями:
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(36)

Замкнутая система управления, реализующая ал-
горитм (35), будет астатической, а значит, в статике
управление (35) выродится в управление (33), что по-
зволит использовать для определения значения уста-
новившейся ошибки выражение (30).

2. Характеристическое уравнение объекта управ-
ления, динамика которого описывается уравнениями
(31), не имеет нулевых корней.

В этом случае в установившемся режиме коорди-
наты возмущенного движения связаны с регулируемой
координатой коэффициентами усиления, которые оп-
ределяются параметрами электропривода

iij yky ⋅= . (37)

Тогда с учетом выражения (37) корректирующие
жесткие обратные связи могут быть сведены к глав-
ной обратной связи с коэффициентом

∑
≠=

+=
n

jii jni

in
Vk

VK
,1

1 . (38)

С учетом коэффициента (38) управление (35) в ста-
тическом режиме можно представить следующим об-
разом:

( )[ ]jjjnj yKyVU ⋅−= *sqrt . (39)

Для управления (39) и любого электромеханичес-
кого объекта с учетом положительности коэффициен-

та jnV  уравнение статической характеристики будет
иметь вид

( ) ( ) ,0sign **
1

2
11 =⋅−⋅⋅−+ jjjjjn yKyyKyVmyb (40)

где коэффициент 11b  учитывает статическую связь

между координатами jy  и ny ,

jkab 11111 /= , (41)

где

njj yyk =1 . (42)

Корнем этого уравнения является
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На основании выражения (43) может быть опреде-
лена статическая ошибка системы управления с алго-
ритмом (39):
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Выводы
Как показывает анализ полученных выражений,

описывающих статические свойства электромехани-
ческих систем с квадратичной активационной функ-
цией, установившиеся значения ошибки по управля-
ющему воздействию нелинейно зависят от сигнала
задания y* , коэффициента усиления регулятора g и
параметров объекта управления. Причем эта зависи-
мость при одинаковых параметрах линейной и нели-
нейной систем управления обуславливает повышен-
ную точность электромеханической системы с квад-
ратичной активационной функцией и позволяет путем
изменения параметров регулятора получить любые
желаемые статические характеристики в диапазоне от
абсолютно мягких до абсолютно жестких.
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Волянський Р.С., Садовой О.В. Статичні характеристики електромеханічних систем з
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помилок у функції від задавального впливу, параметрів об’єкта і регулятора.
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The authors state the condition of steady work of a closed loop electromechanical system with quadrat-
ic activation function. Equations are derived describing steady state control errors when different opti-
mal regulators are used. Distribution patterns of static error values as a function of stimulus and object
and regulator parameters are presented.
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УПРАВЛЕНИЕ КООРДИНАТАМИ ЭЛЕКТРОПРИВОДОВ НА
ОСНОВАНИИ КОНЦЕПЦИИ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ
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Введение
Одной из проблем практического применения за-

конов управления координатами электроприводов, по-
лученных на основании методов классической теории
автоматического управления, является необходимость
наличия полной и достоверной информации о струк-

туре и параметрах математической модели объекта
управления, потому что эти законы по своей природе
являются компенсационного типа. К примеру, переда-
точные функции регуляторов тока, скорости, положе-
ния и других координат электропривода, настроенные
на широко применяемый модульный или симметрич-




