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Цель работы. Получение аналитических амплитудно-временных зависимостей возбуждаемых токов и 
численных оценок их характеристик при непосредственном возбуждении резонансного последовательного ак-
тивно-реактивного контура периодическими сериями из прямоугольных униполярных или осциллирующих им-
пульсов напряжения. 

Методы исследования. Математический аппарат теории электрических цепей в расчётах переходных 
процессов при подключении последовательных резонансных контуров. Численные оценки характеристик про-
текающих электромагнитных процессов. 

Полученные результаты. Определены амплитудно-временные формы тока в последовательном активно-
реактивном контуре при его резонансном возбуждении периодическими сериями из прямоугольных униполяр-
ных или осциллирующих импульсов напряжения с резонансной частотой их следования. Выполнены численные 
оценки характеристик возбуждаемых токов. Отмечена несколько большая эффективность униполярного воз-
буждения гармонических процессов в сравнении с возбуждением осциллирующими последовательностями пе-
риодических импульсов напряжения. Показано, что с увеличением добротности резонансного контура – Q 
вклад высших спектральных составляющих вне зависимости от вида входного напряжения существенно пада-
ет, и при Q >> 1 возбуждаемый ток становится строго гармоническим. 

Научная новизна. Научная новизна настоящей работы состоит в получении аналитических амплитудно-
временных зависимостей и численных оценок для возбуждаемых токов при непосредственном подключении 
источника ангармонического напряжения к последовательному резонансному контуру и инициирована прак-
тическими задачами в разработках электротехнических устройств, реальная действенность которых воз-
можна только в условиях, достаточно близких к резонансным. 

Практическая ценность. Полученные выражения для токов, возбуждаемых при непосредственном под-
ключении источника ангармонического напряжения к последовательному резонансному активно-реактивному 
контуру, и результаты проведенного анализа необходимы для проектирования электротехнических устройств 
с резонансными компонентами. Весьма перспективным в направлении дальнейших исследований видится ре-
шение задачи и анализа процессов в системе из двух индуктивно-связанных последовательных резонансных 
контуров, возбуждаемых временной последовательностью ангармонических сигналов. 

Ключевые слова: последовательный резонансный контур, прямоугольные импульсы напряжения; доброт-
ность активно-реактивного контура; резонанс напряжений. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Резонанс играет существенную роль в различных 
физических процессах, поэтому, в зависимости от 

желаемого результата, исследователи сталкиваются 
как с негативными, так и с положительными сторона-
ми этого явления. 

Особое место резонансные явления занимают в 
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электротехнике, где являются одним из возможных 
способов повышения эффективности работы электро-
технических устройств. В основном резонансные 
схемы используют для разработок силовых преобра-
зователей [1], импульсных трансформаторов [2], пре-
образователей энергии солнечных батарей [3] и др. 

Опираясь на физический принцип подобия, мож-
но сделать заключение о широте применения резо-
нанса для создания технических устройств любого 
назначения [4], [5]. Актуальность работ такого рода 
также подтверждается предложениями и разработка-
ми резонансных систем, направленными на развитие 
современной электроэнергетики [6], [7]. 

II. АНАЛИЗ ИССЛЕДОВАНИЙ И ПУБЛИКАЦИЙ 

В электротехнике и сильноточной электронике 
явление резонанса позволяет настраивать аппаратуру 
на заданные частоты и обеспечивать ее работу с мак-
симальной эффективностью [8], [9]. Известны два 
вида электрических резонансов. Это резонанс токов и 
резонанс напряжений. Последний представляет осо-
бый интерес, например, для создания высоковольтных 
импульсных трансформаторов и питания высокоом-
ной нагрузки повышенным напряжением [10], [11], в 
устройствах индукционного нагрева и др. [12], [13]. 

Физическая сущность резонанса напряжений со-
стоит в следующем. Если соединить последовательно 
резистор, электрический конденсатор и катушку ин-
дуктивности (последовательный активно-реактивный 
контур), то для синусоидального сигнала определен-
ной частоты указанная схема будет демонстрировать 
нулевое реактивное сопротивление. Причина проста. 
конденсатор и катушка накапливает энергию, конден-
сатор ее отдает, и наоборот. Следует подчеркнуть, что 
этот эффект проявляется только для синусоидального 
сигнала, на определенной частоте и в установившемся 
режиме [14], [15]. 

Принципиальные вопросы возбуждения резо-
нансных систем гармоническими напряжениями или 
токами в специальной литературе описаны достаточ-
но подробно, см. например научное издание [16]. 
Практические приложения и новые наработки, свя-
занные с созданием конкретных резонансных элек-
тротехнических устройств (в частности, это усилите-
ли реактивной мощности) освещены авторами публи-
каций [17], [18]. 

Общим недостатком известных работ является 
их направленность на исследование электромагнит-
ных процессов в различных конструкциях резонанс-
ных систем, возбуждаемых исключительно гармони-
ческими сигналами. Но развитие преобразовательной 
техники требует новых исследований возникновения 
резонанса в практически интересных случаях, когда 
последовательный активно-реактивный контур по 
техническим причинам должен возбуждаться ангар-
моническими сигналами (то есть, в отсутствие специ-
альных амплитудно-частотных инверторов), спектр 

которых наряду с основной частотой колебаний со-
держит, так называемые, высшие гармоники с часто-
тами, кратными основному типу колебаний. 

III. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

Получение аналитических амплитудно-
временных зависимостей возбуждаемых токов и чис-
ленных оценок их характеристик при непосредствен-
ном возбуждении резонансного последовательного 
активно-реактивного контура периодическими серия-
ми из прямоугольных униполярных или осцилли-
рующих импульсов напряжения. 

IV. ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА И 
АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Расчетные модели исследуемого последователь-
ного активно-реактивного контура и временных форм 
возбуждающего напряжения представлены на рис. 1. 

 

 
а) схема замещения последовательного резонансного контура; 

R, L, C – элементы контура; E (t) – источник напряжения с внут-
ренним сопротивлением R0; б, в) временные формы возбуждающих 
импульсов напряжения: б – осциллирующий, в – униполярный сигна-

лы. 

Рисунок 1. Расчетные модели 

Постановка задачи. Сопротивление соедини-
тельных проводов и проводов обмотки индуктивности 
– R, а также внутреннее сопротивление источника – 
R0, так что их сумма много меньше реактивных со-
противлений контура, (R0 + R1) << ω0L и 

( )
C

RR
0

10
1

ω
<<+ , где 

LC
1

0 =ω  – собственная час-

тота, L – индуктивность, C – емкость (рис. 1а). 
Источник питания генерирует последователь-

ность прямоугольных импульсов напряжения с ам-

плитудой – Em и частотой следования – 
T
πω 2

1 =  

(T – период), равной собственной частоте контура – 
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ω0, так что ω0 = ω1. 
Амплитудно-временные формы возбуждающих 

сигналов – E(t): осциллирующие или униполярные 
прямоугольные импульсы с длительностью, равной 
половине периода их следования (рис. 1б, в). 

Отметим, что принимаемая постановка задачи 
позволяет сконцентрироваться на проблеме формиро-
вания квазигармонических тока и напряжения при 
резонансном возбуждении активно-реактивного кон-
тура ангармоническими сигналами. 

Расчётные соотношения. 
При решении поставленной задачи воспользуем-

ся операторным методом расчёта электрических це-
пей [16], [18]. 

Дифференциальное уравнение относительно на-
пряжения на ёмкости – UC(t) в пространстве изобра-
жений по Лапласу при нулевых начальных условиях 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ == 000

dt
dUU C

C  имеет вид [16], [19]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )pEpUppUpUp CcC ⋅=⋅+⋅+ 2
0

2
0

2 2 ωωδ ; (1) 

где p – оператор Лапласа; 

( ) ( ){ }tULpU CC = ; ( ) ( ){ }tELpE =  

( )102 RR
L
+

=δ  – декремент затухания; 

LC
1

0 =ω  – собственная частота контура. 

Решение уравнения (1) позволяет найти 
L-изображение возбуждаемого тока [19]. 

Из (1) получаем следующие зависимости. 
Модуль отношения амплитуд токов, 

 ( ) ( ) ( ) ( )pEpF
L

ppUCpI C ⋅⋅=⋅=
1

; (2) 

где ( ) ( )
( ) ( ) 2222 ωδ

ω
ω
δ

ωδ
δ

++
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

++

+
=

pp
ppF ; 

22
0 δωω −=  

Оригинал выражения (2) запишется как свёртка 
функций [19]. 

 ( ) ( ) ( )tEtF
L

tI ∗⋅=
1

; (3) 

где F(t) ↔ F(p); E(t) ↔ E(p) – оригиналы сомно-
жителей в формуле (2). 

Согласно постановке задачи диссипация энергии 
минимальна, что означает достаточную малость вели-
чины относительного декремента затухания 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<= 10 ω

δ
δ  и равенство частоты возбуждаемого 

сигнала собственной частоте исследуемого резонанс-

ного контура ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≈

LC
1

0ωω . В этом случае выра-

жение для F(p) в выражении (2) можно упростить. 
После перехода в пространство оригиналов получаем 
следующее соотношение [19]. 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )tetF
p

ppF t
02

0
2 cos ω

ωδ
δ δ ⋅=↔
++

+
≈ − ; (4) 

Свёртка функций в выражении (3) с учётом (4) 
при введении фазовой зависимости вместо временной 
в развёрнутом виде принимает вид [19]: 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )∫ ⋅−⋅⋅

⋅
= −−

ϕ
ϕδ ϕ

ω
ϕ

00
cos1 0 dxxExe

L
I x ; (5) 

где ϕ = ω0 ⋅ t – фаза, 

0
0 ω

δδ =  – относительный декремент затухания. 

Амплитудно-временную зависимость возбуж-
дающего напряжения из последовательности осцил-
лирующих прямоугольных импульсов (рис. 1б) можно 
представить разложением Фурье по синусам кратных 
дуг [19]: 

 ( ) ( )∑
∞

=
⋅⋅=

1
sin

n
nnEE ϕωϕ ; (6) 

где ( )[ ]
1

112
2 −

−−
⋅=

n
EE

n

mn π
 и 

0

2

ω

π

ω
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

=
n

T
n  – ам-

плитуды и относительные частоты гармоник спек-
трального разложения, соответственно. 

Ряд (6) поставим под знак интеграла в выраже-
нии (5). Учтём малость относительного декремента 
затухания. Полученный результат преобразуем, пола-
гая, что собственная частота контура совпадает с час-
тотой первой гармоники разложения (6). После вы-
полнения необходимых тождественных преобразова-
ний получаем амплитудно-временную зависимость 
для тока, возбуждаемого в режиме резонанса напря-
жений всеми гармониками входного сигнала. 

 ( ) ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅

+
⋅= tG

Q
t

RR
EtI m

sum 10
0

1sin2
ω

π
; (7) 

где ( )RR
LQ

+
⋅

=
0

0ω  – добротность контура, 

( ) ( ) ( )( )∑
∞

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−−
=

2
021 cos

1
11

n

n
tn

n
tG ω . 

Некоторые численные оценки, иллюстрирующие 
формирование резонансного тока в рассматриваемых 
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условиях возбуждения последовательного активно-
реактивного контура, представлены ниже (рис. 2). 

 

 
а) суммарный сигнал, включающий все гармонические 

составляющие; б) резонансная гармоника – sin (ω0t), сумма высших 
гармоник – G1(t). 

Рисунок 2. Временные зависимости тока, 
возбуждаемого осциллирующей последовательностью 
прямоугольных импульсов напряжения (рис. 1б), с 
нормировкой на амплитуду резонансной гармоники 

Прокомментируем полученные результаты. 
Первая гармоника возбуждающего напряжения 

определяет гармоническую составляющую тока с час-
тотой, равной резонансной частоте, и амплитудой, 
равной отношению амплитуды первой гармоники 
возбуждающего напряжения и активного сопротивле-
ния последовательного резонансного контура. 

Вклад высших гармоник пропорционален функ-
ции G1(t) и обратно пропорционален добротности 
контура – Q. 

Суммарная амплитуда высших гармоник 
(при Q = 1) равна амплитуде резонансной гармоники 
(G1max ≈ 1). 

При достаточном увеличении добротности и вы-

полнении условии – 11
max1 <<⋅ G

Q
 входное напряже-

ние из серии осциллирующих импульсов с частотой 
следования, равной резонансной частоте контура, 
возбуждает исключительно гармонический ток. Вклад 
высших гармоник есть бесконечно малая величина 

порядка ~ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<<⋅ 11

max1G
Q

 Для наглядности укажем 

количественную оценку, следующую, например, из 
зависимостей на рис.1. В принятых условиях расчёта 
имеет место довольно существенный вклад высших 
гармоник в формирование результирующего суммар-
ного тока ( ( )tG1  ~ ( ) ( )t0sin105,0 ω⋅÷  рис.1б), что 
приводит к значительному искажению его амплитуд-
но-временной формы в сравнении со строгой гармо-
нической зависимостью (рис.1а). 

Аналогично предыдущему проанализируем воз-
буждение резонансного RLC-контура периодической 
последовательностью униполярных прямоугольных 
импульсов напряжения длительностью, равной поло-
вине периода повторения (рис. 1в). 

Соответствующую фазовую (амплитудно-
временную) зависимость представим разложением 
Фурье по косинусам кратных дуг [18], [19]: 

 ( ) ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅+=

1 2
cos

2 n
nnEE π

ϕω
π

ϕ ; (8) 

где 
n

n
EE mn

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅⋅= 2
sin

2
π

π
 и 

0

2

ω

π

ω
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

=
n

T
n  – 

амплитуды и относительные частоты гармоник спек-
трального разложения, соответственно. 

Вычислим интеграл в выражении (5) с подста-
новкой разложения (8). 

Пренебрегая бесконечно малыми слагаемыми 
порядка ~ δ0, после введения резонансных условий 
для первой гармоники входного сигнала получаем 
выражение для возбуждаемого тока с учётом всех 
гармонических составляющих спектра. 

 ( ) ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅

+
⋅= tG

Q
t

RR
EtI m

sum 20
0

1sin2
ω

π
; (9) 

где ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

= ∑
∞

= 2
cos2

sin
0

2
2

π
ω

π

tn
n

n
tG

n
. 

Расчётные зависимости по формуле (9) пред-
ставлены на графиках (рис. 3). 
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а) суммарный сигнал, включающий все гармонические 

составляющие; б) резонансная гармоника – sin (ω0t), сумма высших 
гармоник – G2(t). 

Рисунок 3. Временные зависимости тока, 
возбуждаемого последовательностью униполярных 
импульсов напряжения, с нормировкой на амплитуду 
резонансной гармоники 

Примечание. Принятые формы возбуждающих 
напряжений как осциллирующие, так и униполярные, 
в своём спектральном разложении содержат различ-
ные гармонические временные функции [19]. Те из 
них, что обладают частотой, совпадающей с собст-
венной частотой резонансного контура, возбуждают в 
нём синусоидальный ток, переменный во времени. 

В той же последовательности, что и ранее, сфор-
мулируем основные результаты анализа при возбуж-
дении униполярными импульсами напряжения, сле-
дующими с частотой, равной частоте резонансного 
контура. 

Первая гармоника определяет гармоническую 
составляющую тока с частотой, равной резонансной 
частоте, и амплитудой, равной отношению амплитуды 
первой гармоники возбуждающего напряжения и ак-
тивного сопротивления последовательного резонанс-
ного контура. 

Вклад высших гармоник так же, как и ранее, 
пропорционален функции G2(t) и обратно пропорцио-
нален добротности контура – Q. Но в отличие от пре-
дыдущего, следует отметить несколько большую эф-
фективность униполярного возбуждения гармониче-
ских процессов в сравнении с возбуждением осцил-
лирующими последовательностями периодических 
импульсов напряжения. Так суммарная амплитуда 
высших гармоник (при Q = 1) меньше аналогичной 
величины при возбуждении осциллирующими им-
пульсами (G1max ≈ 1) и более чем в 4 раза меньше ам-
плитуды резонансной гармоники (|G2max| ≈ 0,25 
рис. 3б). То есть, в принятых условиях расчёта ампли-
тудно-временная форма результирующего суммарно-
го тока приближается к соответствующей строгой 
гармонической зависимости (рис. 3а). 

Но так же, как и ранее для возбуждения осцил-

лирующими сигналами при условии – 11
max2 <<⋅ G

Q
 

входное напряжение из серии униполярных импуль-
сов возбуждает исключительно гармонический ток. 
Вклад высших гармоник в формирование возбуждае-
мого тока есть бесконечно малая величина порядка ~ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅ max2

1 G
Q

. 

В заключение следует отметить, что выбор того 
или иного способа возбуждения резонансной струк-
туры, в конечном итоге, определяется конкретными 
техническими заданиями на её реализацию, вклю-
чающими комплекс необходимых требований (на-
пример, конструктивная простота, компактность уст-
ройства, итоговая себестоимость и др.), в перечне ко-
торых вопрос об эффективности имеет смысл как од-
на из его составляющих. 

V. ВЫВОДЫ 

Получены аналитические амплитудно-
временные зависимости возбуждаемых токов и чис-
ленные оценки их характеристик при непосредствен-
ном возбуждении резонансного последовательного 
активно-реактивного контура периодическими серия-
ми из прямоугольных униполярных или осцилли-
рующих импульсов напряжения. Отмечена несколько 
большая эффективность униполярного возбуждения 
гармонических процессов в сравнении с возбуждени-
ем осциллирующими последовательностями периоди-
ческих импульсов напряжения. Показано, что с уве-
личением добротности резонансного контура – Q 
вклад высших спектральных составляющих вне зави-
симости от вида входного напряжения существенно 
падает, и при Q >> 1 возбуждаемый ток становится 
строго гармоническим. Работа проводилась кафедрой 
физики ХНАДУ в рамках Научного исследования: 
«Енергозберігаючі маловитратні технології живлення 
та ремонту транспортних засобів» 08-53-19, финанси-
руемого Министерством образования и науки Украи-
ны. 
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Мета роботи. Отримання аналітичних амплітудно-часових залежностей струмів, що збуджуються і чи-
сельних оцінок їх характеристик при безпосередньому збудженні резонансного послідовного активно-
реактивного контуру періодичними серіями з прямокутних уніполярних або коливальних імпульсів напруги. 

Методи дослідження. Математичний апарат теорії електричних ланцюгів в розрахунках перехідних про-
цесів при підключенні послідовних резонансних контурів. Чисельні оцінки характеристик протікають елект-
ромагнітних процесів. 

Отримані результати. Визначено амплітудно-часові форми струму в послідовному активно-реактивному 
контурі при його резонансному збудженні періодичними серіями з прямокутних уніполярних або коливальних 
імпульсів напруги з резонансною частотою їх слідування. Виконано чисельні оцінки характеристик порушува-
них струмів. Відзначена дещо більша ефективність уніполярного збудження гармонічних процесів у порівнянні 
із збудженням осцилюючими послідовностями періодичних імпульсів напруги. Показано, що із підвищенням 
добротності резонансного контуру – Q внесок вищих спектральних складових незалежно від виду вхідної на-
пруги істотно падає, та при Q >> 1 струм, що збуджується стає строго гармонічним. 

Наукова новизна. Наукова новизна представленої роботи полягає в отриманні аналітичних амплітудно-
часових залежностей та чисельних оцінок для струмів, що збуджуються при безпосередньому підключенні 
джерела ангармонічної напруги до послідовного резонансного контуру і ініційована практичними завданнями в 
розробках електротехнічних пристроїв, реальна дієвість яких можлива тільки в умовах, досить близьких до 
резонансних. 

Практична цінність. Отримані вирази для струмів, що збуджуються за безпосереднього підключення 
джерела ангармонічної напруги до послідовного резонансного активно-реактивного контуру, і результати 
проведеного аналізу необхідні для проектування електротехнічних пристроїв із резонансними компонентами. 
Доволі перспективним у напрямку подальших досліджень є рішення задачі та аналізу процесів у системі із двох 
індуктивно-пов'язаних послідовних резонансних контурів, що збуджуються часовою послідовністю ангармоні-
чних сигналів. 

Ключові слова: послідовний резонансний контур, прямокутні імпульси напруги; добротність активно-
реактивного контуру; резонанс напруг. 

ELECTROMAGNETIC PROCESSES WITH DIRECT EXCITATION OF 
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Purpose. Obtaining the analytical amplitude-time dependencies of exited currents and numerical estimations of 
their characteristics with direct excitation of resonant sequential active-reactive circuit by periodic series of rectangu-
lar unipolar or oscillating voltage pulses. 

Methodology. The mathematical apparatus of the theory of electric circuit in transients calculations when con-
necting serial resonant circuits. Numerical estimations of the occurring electromagnetic processes characteristics. 

Findings. The amplitude-time forms of current in a series active-reactive circuit are determined during its reso-
nant excitation by the periodic series of the rectangular unipolar or oscillating voltage pulses with a resonant repetition 
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rate. Numerical estimates of the characteristics of the excited currents are performed. The somewhat higher efficiency 
of unipolar excitation of harmonic processes is noted in comparison with the excitation of periodic voltage pulses by 
oscillating sequences. It is shown that with an increase in the quality factor of the resonance circuit - Q, the contribu-
tion of the higher spectral components, regardless of the input voltage type, substantially decreases, and for Q >> 1 the 
excited current becomes strictly harmonic. 

 Originality. The scientific novelty of the present work consists in obtaining analytical amplitude-time depend-
ences and numerical estimates for the excited currents by directly connecting the anharmonic voltage source to a series 
resonant circuit and is initiated by practical tasks in the development of electrical devices, the real effectiveness of 
which is possible only under conditions close to resonant.  

Practical value. The obtained expressions for the currents excited by directly connecting the anharmonic voltage 
source to the series resonant active-reactive circuit, and the results of the analysis are necessary for the design of elec-
trical devices with resonant components. It seems very promising in the direction of further research to solve the prob-
lem and analyze processes in a system of two inductively coupled series resonant circuits excited by a time sequence of 
anharmonic signals.  

Keywords: serial resonant circuit; rectangular voltage pulses; active-reactive circuit Q-factor; voltage resonance 
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